Bab 8

Analisis Tegangan dan Regangan Bidang

8.1. Pendahuluan

Dalam bab-bab sebelumnya telah dibahas tentang tegangan dan regangan normal
atau geser pada suatu batang. Tegangan-tegangan tersebut dapat terjadi akibat gaya
aksial, gaya lintang, momen lentur maupun torsi. Dalam bab ini akan dikembangkan
persamaan-persamaan transformasi tegangan dan regangan dengan merubah
orientasi sumbu-sumbu yang bertujuan untuk mendapatkan tegangan atau regangan
ekstrim (maksimum dan minimum). Nilai ekstrim ini mempunyai pengaruh yang sangat
penting pada perilaku bahan. Tegangan atau regangan ekstrim dapat digunakan untuk
mengetahui apakah struktur masih mampu menahan beban luar atau beban telah
melampaui kekuatan bahannya. Dalam perancangan, ukuran-ukuran batang hams
dipilih sedemikian rupa sehingga tegangan-tegangan normal dan geser yang terjadi
tidak melampaui tegangan.

Pada Gambar 8.1 diperlihatkan sebuah elemen dari suatu batang atau bagian struktur
beserta tegangan-tegangan yang terjadi pada permukaannya, yang berupa tegangan
normal dan geser. Tegangan-tegangan yang bekerja pada permukaan yang tidak

dapat dilihat tidak diperlihatkan dalam gambar.
4

Gambar 8.1. Elemen dengan tegangan-tegangan normal dan geser pada

permukaannya
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8.2. Analisis Tegangan Bidang (Plain Stress)

Pada sub bab berikut akan dibahas kasus khusus yaitu tegangan bidang (plain stress),
dimana komponen-komponen tegangan hanya bekerja pada satu bidang saja. Sebagai
contoh tegangan-tegangan hanya bekerja pada bidang xy saja, seperti diperlihatkan
pada Gambar 8.2.(a). Dalam kondisi ini:
o.=0 : (8.1.2)

dan To=Tz = Ty = T = 0. (8.1.b)
Analisis tegangan bidang dapat diterapkan jika struktur tipis dan beban hanya bekerja
dengan arab dan berada dalam bidang tersebut.
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Gambar 8.2. Struktur bidang dan komponen tegangan bidang xy

Untuk selanjutnya sebagai pengganti notasi tegangan s,.,s, S, akan digunakan

S5.,S,,S

x12 yr2 z
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8.2.1. Tansformasi Tegangan Bidang

Dalam analisis tegangan, biasanya tegangan-tegangan normal dan geser yang bekeria
pada elemen dan suatu kedudukan atau sumbu-sumbu acuan misalnya sumbu x dan y
sudah diketahui. Dengan tegangan-tegangan dan arah sumbu x dan y yang sudah
diketahui ini, dapat ditentukan tegangan-tegangan dalam arah sembarang. Tegangan-
tegangan ini akan dipengaruhi oleh orientasi sumbu-sumbunya.
Persamaan-persamaan keseimbangan dapat dibentuk dari sebuah elemen yang
dipotong dengan sudut kemiringan @, seperti diperlihatkan pada Gambar 8.3 (a). Disini

transformasi tegangan dihitung dari sumbu acuan (sumbu xy) ke sumbu Xy’ dengan

sudut rotasi g,s,,s dan f, adalah tegangan-tegangan yang sudah diketahui dari

sumbu acuan. Sebelumnya perlu diadakan perjanjian kesepakatan tanda yaitu:
Tegangan normal dengan arah ke luar bidang (tarik) diambil positif, sedangkan
arah sebaliknva adalah negatif.
Tegangan geser positif jika bekerja pada bidang sebelah kanan elemen BC dengan

arah ke atas atau yang memutar terhadap sumbu z benlawanan arah jarum jam.
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(b) komponen tegangan (c) komponen gaya

Gambar 8.3. Keseimbangan gaya dalam elemen kecil atau bagian elemen kecil
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Selanjutnya ditinjau benda bebas AED, dimana bidang ED tegak lurus pada sumbu X'.
Bidang ED dianggap mernpunyai luas dA, sehingga luas bidang AE dan AD masing-
masing dAsing dan dAcosgBerdasarkan kriteria keseimbangan gaya pada benda
bebas (lihat Gambar 8.3(c), akan diperoleh:

Dk, =0

0,'dA=0,dAcos@cosf + o ,dAsinfsind+r dAcosfsing (8' )

+7,,dAsin@cosd
Dengan bantuan rumus-rumus trigonometri antara lain:
1
cos® 0= 5(1 +cos28),
2 1 ,
sin“ @ = —2—(1 —cos28),
: 1
dan sin@cos@ = 5 sin26,
maka Persamaan (8.2) dapat dituliskan:
o,'=0,cos’§+0,sin’@+2r _sinfcosf
o (l+cos20)+o_‘ (1-cos26) t7 sin20
x 2 y o \2 xy
\
+0, O, -0, \ .
o,'= T 00, Te " %x o520 z,.sin26 (8.3)
2. 2 ’
Dengan cara yang sama dari Fy' =0 akan didapatkan:
_Sx" Sy
Loy = 2 sin2qg +t,, cos2q (8.4)

Tegangan normal s'y dapat dihitung dengan Persamaan (8.3) dengan mengganti

ye,

q=q +E , sehingga didapatkan:
. _S,ts, S§,-5, _
S, = 5 5 cos2g- ¢, sin2q (8.5)

Dari Persamaan (8.3) dan (8.5), maka untuk sembarang sudut rotasi akan berlaku:
S, ts, =5 +s, (8.6)
8.2.2. Tegangan-tegangan Utama

Oleh karena tegangan merupakan fungsi dan sudut g, maka pada sudut tertentu, akan

dicapai tegangan rnaksimun atau minimum (ekstrim). Tegangan ekstrim ini dapat
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diperoleh dengan menurunan fungsi terhadap ¢ dan menyamakannya dengan nol,
atau:

ds,

5x = 8.7)
dg
Turunan pertama dari Persamaan (8.3) terhadap g akan didapat:

o,-0
—-—————’2sin20+2txy cos =0
2

T
an20, = ——2 (8.8)

Sudut g, dari persamaan di atas menyatakan sudut yang menghasilkan

tegangantegangan ekstrim. Sumbu yang menghasilkan tegangan ekstrim ini disebut

sumbu utama dari tegangan ekstrim ini disebut tegangan-tegangan utama yang dapat

berupa nilai maksimum dan minimum. Dari Persamaan (8.8) dapat disimpulkan

beberapa hal sebagai berikut ini.

1) Sudut @, dan @, +p/2 memberikan tegangan ekstrim S'X, jlka yang satu
memberikan nilai maksimum yang lain minimum.

2) Sudut ini menghasilkan sumbu-sumbu utama yang memberikan tegangan ekstrim
atau disebut juga tegangan utama, masing-masing:

Jika g =g, dimasukkan dalam Persamaan (8.3), maka didapatkan tegangan

2
maksimum: s, =S _Sx+5y+\/ 20 g (8.9)
: 17 2 x'maks — 2 2 i '

Jika @, =g, +p/2dimasukkan dalam Persamaan (8.3), maka didapatkan

P . — _Sx*Ss, Sx™ Sy i 2
tegangan minimum: S, =S .., = 2 + + (8.10)

Pada sudut ini, tegangan geser £, =7, = 0

3) Ada dua buah sudut yang saling tegak lurus, dimana nilai 7,, mencapai nilai

ekstrim. Arah sumbunya membentuk sudut 45° dari sumbu utama. Nilai-nilai

ekstrim dari ¢, dapat dihitung dengan menurunkan Persamaan (8.4) terhadap g:
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d¢

x'y' — O
dg
O-X —O- .
- =4 2cos260 -2z, 5inf =0
tan26, = - T:"%
rxy/2

Tegangan geser maksimum dan minimum masing-masing:

2
{M} . \/(a —ayJ
rmin 2

Sedangkan tegangan normal pada sudut ini adalah:

8.2.3. Lingkaran Tegangan Mohr

8.11)

(8.12)

(8.13)

Arah sumbu dan tegangan utama dapat dicari dengan cara grafis dengan bantuan

Lingkaran Mohr. Dari persamaan dasar tegangan yang mengacu pada sumbu X

(Persamaan (8.3) dan (8.4)) dengan mengkuadratkan kedua persamaan tersebut,

kemudian keduanya dijumlahkan akan diperoleh:

o,+0,) (o, -0
o, Ll = > cos20 -1, 5in26
2

2

2

2
o,-0
(rx.y.)2=(— = 5 >5in20 -7, cos20)

2 2
+0, -
(0' Mt a,) +(rx._v, )’ =(o', 5 a’) cos* 20+, sin® 20

2
o.—-0
+( ’ ’J sin? 20+1’,W2 cos? 20
2

2
- (0’, ;a}'J (COS2 20 + sin’ 26> )+ ‘1'4‘3,2(.5‘1712 26 + cos? 202)

2 2
(ax'_a,+o‘y) +(1,',x,y, )2 =(Gx°2‘0'y

2

) +7,0  (8.14)
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Dalam hal ini sx,sy,dan t, adalah tiga buah besaran yang telah diketahui,

sedangkan SX',dan tx‘y‘ berupa variabel. Persamaan (8.14) dapat juga ditulis dalam

bentuk persamaan lingkaran sebagai berikut:

(@, -a) +7,,° =b’

2
o, +o o, -0,
dengan : a= "2 > dan b’:(—"z-—)j +2'xy2

Persamaan ini tidak lain adalah persamaan sebuah lingkaran dengan sumbu-sumbu

sxv,dan [X,y, dan yang mempunyai koordinat titik pusat lingkaran (a,0) dan jari-jari b.

Sembarang titik pada lingkaran mempunyai ordinat tx‘y‘ dan absis sx'. Lingkaran ini

disebut Lingkaran Mohr (Mohr's circle), yang dapat dilihat pada Gambar 8.4.
Sedangkan urutan penggambaran lingkaran Mohr adalah sebagai benikut:

1. Buatlah sumbu mendatar s, dan vertikal 7,

2. Tentukan titik C dengan koordinat (a,0) sebagai pusat lingkaran

3. Dengan titik C sebagai pusatnya, buatlah lingkaran dengan jari-jari b

4. Perpotongan lingkaran dengan absis memberikan nilai tegangan ekstrim S,
(maksimum, berada di sebelah kanan) dan s, (minimum, berada di sebelah Kiri)

5. Buatlah titik A dan B pada lingkaran dengan koordinat masing-masing (sx,txy) dan
(Sxm ). Titik A menunjukkan tegangan dengan sudut g= 0°, pada titik ini

s.=s.dan t_..=t_ . Jika AA/CA =t /l(s -s )ZJ maka sudut ACA’ sama
X Xy Xy X y

Xy
dengan 2g,.
Ty, Ty’
J
B , yd .'\\ (0. w)
+ Ty x \ .
¥y’ +0; o T
o +o; Ok Oy, O, Oy
90 l vt ‘
B(o, 1)
x
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Gambar 8.4. Lingkaran Mohr untuk menentukan arah dan tegangan-tegangan utama

8.2.4. Beberapa Contoh Aplikasi

Berikut akan diberikan beberapa contohl/aplikasi dan analisis tegangan bidang dalam

M
bidang datar. Tegangan normal didapat dari rumus S :I—y(arah honisontal) dan

tegangan geser ¢ :VFIS (arah vertikal). Akibat tegangan lentur dan geser ini, timbul

tegangan-tegangan utama dengan besar dari arah tertentu. Pada Gambar 8.5

ditunjukkan trayektori tegangan utama pada sebuah balok sederhana yang dibebani

merata bagian atasnya.

Tegangan utama (tarik): \LLLLU\U
O-X l 2
g, = 7 +'; . +41'_ry Tegangan normal :
v

Tegangan utama (tekan) :

o,=

Sudut terhadap sumbu x :
Ty
tanf=—>
g,

O, 1 2
S o g +47,, Tegangan geser :
T

Momen

Gaya Lintang

Gambar 8.5. Trayektori tegangan utama sebuah balok sederhana

Pada Gambar 8.6 diperlihatkan sebuah kolom pendek yang dibebani gaya P.

Tegangan-tegangan yang terjadi pada arah 45° terhadap arah pembebanan dapat

ditentukan dengan persamaan-persamaan yang suthh dipelajari. Pada arah ini terjadi

tegangan geser maksimal, yang dapat menyebabkan terjadi kerusakan geser,

misalnya terjadi pada pengujian silinder beton.
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Gambar 8.6. Tegangan geser maksimum yang terjadi pada kolom
pendek yang dibebani secara sentries

Kolom/batang tersebut mengalami tegangan satu arah saja yaitu s, =S,. Tegangan

normal dan geser pada sembarang sudut rotasi g adalah:

o= %an (1+cos20)
, (8.15)
r=—-0,sin20
2
Untuk mendapatkan tegangan-tegangan normal utama dan tegangan geser maksimum

dapat digambarkan lingkaran tegangan Mohr (lihat Gambar 7.(b)):

az‘k.tlf'ml = Un
o, (8.16)
dan z‘uk.m'im = 2

Gambar 8.7. Lingkaran tegangan Mohr

Contoh beberapa aplikasi pada bangunan sipil seperti ditunjukkan pada Gambar 8.8
dan Gambar 8.9.
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Gambar 8.8. Bangunan minyak lepas pantai

Gambar 8 .9. Dinding geser gedung bertingkat dan box (bagian dan lembatan)

8.3. Analisis Regangan Bidang (Plain Strain)

Analisis regangan bidang dapat diterapkan pada suatu struktur, dirnana tidak terjadi
regangan yang arahnya tegak lurus bidang yang ditinjau. Sebagai contoh, suatu
struktur bendung yang cukup panjang dibandingkan derigan arah melintang, dimana
pada kedua ujungnya terdapat pengekangan arah memanjang (lihat contoh Gambar
8.10).
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Gambar 8.10. Struktur bendung yang dikekang pada kedua ujungnya

Regangan bidang (plain strain) untuk kasus pada Gambar 8. 10 terjadi dengan
€, =g, =9, =0. Persamaan-persamaan transformasi secara umum untuk regangan
bidang didapatkan dan pertimbangan-pertimbangan geornetrik. Pandanglah sebuah
elemen yang mengalami deformasi seperti pada Gambar 8.11. Yang perlu diperhatikan
adalab pergeseran (displacement) relatif dan titik-titik yang berdekatan pada elemen.
Pergeseran (translasi) dan perputaran (rotation) elemen tidak berpengaruh karena

elemen dianggap dalam kondisi kaku. Dalam penentuan regangan hanya persamaan-
persamaan kinematik saja yang akan dibutuhkan.

Gambar 8. 11 . Semen yang mengalami deformasi
8.3.1. Transformasi Regangan Bidang

Untuk mendapatkan persamaan transforniasi regangan bidang, digunakan

kesepakatan bahwa regangan e _dan e, diambil positif jika elernen bertambah
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panjang atau lebar. Demikian pula regangan geser g, positif bila memperpanjang

diagonal elemen seperti ditunjukkan pada Gambar 8.12(a).
Persoalannya di sini adalah kita akan mencari besaran regangan-regangan normal dan

regangan geser g, (terhadap sumbu-sumbu transformasi x’y’) dan besaran-besaran

yang sudah diketahui yaitu @'X,e'X dangXy (terhadap sumbu-sumbu xy), seperti

diperlihatkan pada Gambar 8.12(b). Dengan meninjau salah satu titik sudut elemen
tetap (titik O), dapat dihitung pergeseran titik A pada elemen asal ke titik A" pada

elemen setelah mengalami deformasi.

(a) deformasi elemen

Gambar 8.12. Deformasi elemen pada masing-masing sumbu
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Dari gambar 8.12 terlihat :

Dengan memperhatikan proyeksi pergeseran-pergeseran tersebut terhadap sumbu x’

dan y’ akan didapatkan pergeseran-pergeseran terhadap sumbu ini, yaitu:

Dengan membagi masing-masing dengan dx’ akan didapatkan:

dx _ dx _ .
Karena — =c0sqg dan — =sIing maka:
dx dx

Pandanglah elemen asal OACB menjadi OA’C”"B”. Regangan geser didefinisikan
sebagai perubahan sudut AOB. Dalarn Gambar 8.12(b), perubahan sudut ini adalah.
Untuk deforniasi yang kecil, tangen sudut-sudut ini dapat dianggap sama dengan sudut
mi sendiri.

Oleh karena a cukup kecil, maka:

Pandanglah elemen asal OACB menjadi OA”C"B”. Regangan geser didefinisikan
sebagai perubahan sudut AOB. Dalam Gambar 8.12(b), perubahan sudut ini adalah
«y = +B. Untuk deformasi yang kecil, tangen sudut-sudut ini dapat dianggap sama

dengan sudut ini sendiri.
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Oleh karena cukup kecil, maka:

(8.17)
dengan cara yang sama untuk 3 kecil didapatkan:

Regangan geser

(8.17)
8.3.2 Regangan-regangan Utama
Dengan cara yang sama seperti pada penurunan rumus-rumus mengenai tegangan-
tegangan utama, akan didapatkan regangan-regangan utama sebagai berikut:

Regangan maksimum dan minimum :

(8.19)
Yang terjadi pada sudut ;dan , yang besarnya:
(8.20)
dan sumbu-sumbu dengan sudut , tegak lurus ;
Regangan geser maksimum dan minimum :
(8.21)

Yang terjadi pada sudut ;dan ,yang arahnya 45°dari sudut ,dan ,, atau :
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(8.22)

dan sumbu dengan sudut ,tegak lurus dengan .

8.3.3 Lingkaran Regangan Mohr
Dari Persamaan (8.17) dan (8.18) dan dengan cara yang sama pada tema lingkaran

tegangan Mohr, akan didapat persamaan lingkaran dengan pusat (a,0) dan jari-jari b:

Dengan :

Regangan utama masing-masing :

(8.23)

dengan :

(8.24)
Selanjutnya lingkaran regangan Mohr dapat dilihat pada Gambar 8.13.

Gambar 8.13 Lingkaran Regangan Mohr
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8.3.4 Contoh/Aplikasi
Dalam praktek, pengukuran regangan dapat dilakukan dengan strain gage. Alat ukur
ini terbuat dari kawat-kawat kecil yang dapat memanjang/memendek bersama-sama
dengan objek yang diamati regangannya. Regangan didapatkan dari perubahan
tahanan listrik akibat perubahan panjang kawat pada strain gage. Alat ini hanya dapat
mengukur regangan normal dalam satu arah saja. Untuk mengukur regangan baja
tulangan yang dibebani tarik, hanya diperlukan satu buah strain gage saja. Namun jika
digunakan untuk mengukur regangan suatu bidang, diperlukan minimal 3 buah yang
ditempatkan pada satu titik (titik-titik yang saling berdekatan) dengan masing-masing
ditempatkan dengan arah yang berbeda misalnya masing-masing membentuk sudut ;
2> 3 terhadap arah tertentu. Kumpulan strain gage ini yang disebut sebagai roset
regangan (strain rosette). Dengan menggunakan persamaan-persamaan transformasi

seperti pada Persamaan (8.17) akan didapatkan:

(8.25)
Dari ketiga persamaan tersebut telah diketahui dan dan sudut ; , 3
sehingga regangan dan geser , dapat dicari, demikian pula regangan-
regangan utamanya, dan
(a) dengan sudut sembarang (b) dengan sudut miring 45°

Pada Gambar 8.14(b) diperlihatkan contoh sebuah roset regangan 45° yang mengukur
regangan pada sudut 0°, 45° dan 90°. Dengan substitusi langsung ke dalam
Persamaan (8.25) dapat diperoleh:
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Dari regangan normal dan geser dapat dicari regangan-regangan utama
Dan . Jika angka Poisson v bahan diketahui, maka regangan dapat juga dituliskan

menjadi:

(8.26)

Dengan penyelesaian persamaan-persamaan di atas didapatkan :

(8.27)
8.4 Contoh/ Aplikasi
Contoh 8.1. : Pada sebuah titik terjadi regangan yang didapatkan dari pengukuran

dengan roset 45° yang besarnya masing-masing €_, =-0,0006,¢, =0,0004dan
€,, =0,0003. Jika bahan mempunyai modulus elastisitas E = 2.10° MPa dan

Poisson’s ratio v = 0,3, berapakah tegangan-tegangan utama pada titik pengukuran
tersebut.

Penyelesaian :

Regangan-regangan normal utama (lihat Persamaan (8.19))
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Dari persamaan (8.27) didapatkan tegangan-tegangan normal masing-masing :

Contoh 8.2 : Tegangan sebuah titik seperti pada gambar di bawabh.
Pertanyaan :
a) Tentukan komponen tegangan yang terjadi pada sumbu-sumbu yang diputar 15°.

b) Hitunglah tegangan-tegangan normal utama dan tegangan-tegangan geser utama.

Penyelesaian :

a) Tegangan normal jika sumbu-sumbu 15° adalah sebagai berikut (lihat Persamaan
8.3):
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b) Tegangan normal utama masing-masing:

Tegangan normal utama masing-masing :

Tegangan-tegangan utama ini terjadi pada sudut :

8.4 Soal-soal
1. Gambarlah lingkaran Mohr untuk elemen kecil yang mengalami tegangan normal
hanya satu arah saja dan tegangan geser saja seperti ditunjukkan pada gambar

dibawah :
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2. Sebuah elemen kecil mengalami tegangan-tegangan , = - 60 MPa, .ng 25 MPa

dan ,,= 30 MPa seperti diperlihatkan pada gambar di bawah. Tentukan tegangan-
tegangan yang bekerja pada elemen dengan sudut rotasi = 60° terhadap sumbu
X.

Sebuah balok yang terletak di atas tumpuan sederhana dibebani merata seperti

diperlihatkan pada gambar dibawah. Hitunglah tegangan normal dan geser.

yang terjadi pada titik C dan D, yang keduanya terletak pada potongan | - I. Titik C

terletak 30 cm di atas garis netral penmapang sedangkan titik D 20 cm di atasnya

g - n. Pertanyaan :

a) Hitunglah tegangan utama pada titik-titik tersebut dan sudut-sudut terjadinya
tegangan utama terhadap sumbu memanjang balok, dengan cara analitis.

b) Sama dengan pertanyaan a) dengan cara grafik (lingkaran tegangan Mohr).

Sebuah kolom berpenampang lingkaran dengan diameter d = 30 cm menerima

puntiran T = 15 kN/m.

Pertanyaan:

a) Hitunglah tegangan-tegangan geser alam tegangan utama terbesar yang terjadi

b) Jika kolom dibebani tekan P = 1000 kN , berapakah tegangan utama
maksimum
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5. Pengujian pada suatu elemen struktur dilakukan pembacaan dari alat roset
tegangan 45°. Pembacaan-pembacaannya adalah o = 480.10°, ,°=380.10° dan
o’ = -60.10° Tentukan regangan-regangan utama dan regangan geser
maksimumnya. Jika diketahui modulus elastis bahan E = 25.10* MPa dan angka

Poisson v = 0,2. Berapakah tegangan-tegangan utama yang terjadi.
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